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Berechnungen am Kreis

· Im ältesten chinesischen Rechen​buch wird SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" als 3 angegeben. Auch die Babylonier brauchten diesen Wert. 

· In der Bibel wird über die Ausstat​tung des Tempels Salomons um 940 v.Chr. berichtet, u.a. über den Bau des „Meeres“ (1. Könige 7, 23):

Dann machte er das „Meer“. Es wurde aus Bronze gegossen und mass 10 Ellen von einem Rand zum anderen; es war völlig rund und 5 Ellen hoch. Eine Schnur von 30 Ellen konnte es rings umspannen.
Die Zahl SONDZEICHEN 112 \f "Symbol"
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Das „eherne Meer“, das von zwölf bronzenen Ochsen getragene Taufbecken des Königs Salomo
SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Die unseren Schülern bekannte Näherung SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" = 22/7 = 3.142857... war schon den alten Griechen bekannt.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Archimedes von Syrakus (287-212 v.Chr.), einer der bedeu​tendsten Mathematiker des Altertums, berechnete SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" aus einem ein- und umschriebenen 96-Eck. 
Er fand dabei: 3 10/71 < SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" < 3 10/70

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Ptolemäus (140 n.Chr.) SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" = 3 17/120 = 3.141666

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Um 470 n.Chr. in China: SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" = 355/113 = 3.1415929

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Der indische Mathematiker Aryabhatta (500 n.Chr.) berechnete SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" aus dem 384-Eck und fand: SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" = 3927/1250 = 3.1416

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Leonardo da Pisa (Fibonacci) um 1220 n:Chr.: SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" = 3 39/275 = 3.14181818...

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
1593: Aus dem 393216-Eck berechnete der französische Mathematiker Vieta SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" auf 9 Dezimalstellen genau:
SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" = 3.141592653

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Ludolph van Ceulen benutzte das 262-Eck und berechnete 1596 daraus 35 richtige Dezimalstellen von SONDZEICHEN 112 \f "Symbol". Daher kommt der Name für SONDZEICHEN 112 \f "Symbol": Die Ludolf'sche Zahl.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
18. Jhd.: Der Halbkreis wird mit Pi bezeichnet und das Symbol SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" wird eingeführt.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Der Deutsche Gottfried Wilhelm Leibnitz (18. Jhd.) fand eine "Unendliche Rechnung", mit der man SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" grundsätzlich ganz genau berechnen könnte, nämlich SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" = 4 (1 - 1/3 + 1/5 - 1/7 + 1/9 - 1/11 + .....).

· Eine andere Reihe stammt von Wallis:
SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" = 2 (2/1 • 2/3 • 4/3 • 4/5 • 6/5 • 6/7 • 8/7 • 8/9 • ......). Solche Reihen lassen sich nicht allzu schwierig mit einem kleinen Programm nachvollziehen und ausprobieren.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
1743 weist Euler nach, dass SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" eine irrationale Zahl ist.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
1844: Dase, ein Rechenkünstler in Berlin, berechnete SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" auf 200 Stellen.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Die berühmte Kreiszahl wurde dann oft in jahrzehntelanger Arbeit auf immer mehr Dezimalstellen berechnet: 1853 von W. Rutherford auf 440 Stellen, 1855 von Richter auf 500 Stellen.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
1882: Lindenmann, Freiburg im Breisgau, bewies die Transzendenz von SONDZEICHEN 112 \f "Symbol". Man wird die "Ludolph'sche Zahl" also auch in Zukunft nie ganz genau bestimmen können. Mit anderen Worten: Das Verhältnis von Durchmesser und Umfang eines Kreises ist rechnerisch nicht exakt erfassbar (Quadratur des Kreises).

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
1949 brauchte der Computer ENIAC 70 Stunden, um 2000 Dezimalen von SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" zu berechnen. 

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Ein Computer berechnet SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" in einigen Stunden auf über 100'000 Stellen. Immer wieder werden neue Rekorde aufgestellt. Die geheimnisvolle Zahl vermag nach wie vor manchen Zahlentheoretiker in ihren Bann ziehen.

Wir (nicht die Schüler) können selber probieren, wie lange heutige Rechner und Computer für eine bestimmte Anzahl Stellen haben, wenn wir dazu eine der oben erwähnten Reihen programmieren.

Im Zusammenhang mit dem Aufkommen von Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik entdeckte der französische Mathematiker Graf Buffon (18. Jhd.) einen interessanten Zusammenhang zwischen SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" und einem Zufallsexperiment (Buffon'sche Regel):

Eine Fläche wird in Streifen eingeteilt. Die Streifenbreite entspricht der Stäbchenlänge (z.B. Zundhölzer). Wenn ein Stäbchen aufgeworfen wird und es auf die eingeteilte Fläche fällt, dann liegt es entweder ganz innerhalb eines Streifens oder schneidet die Begrenzungslinie. Die Wahrscheinlichkeit (= Anzahl Treffer dividiert durch Anzahl Würfe), dass es die Linie schneidet (= "Treffer"), beträgt 2/SONDZEICHEN 112 \f "Symbol".

[image: image2.wmf]S

t

ä

b

c

h

e

n

T

r

e

f

f

e

r

k

e

i

n

e

 

T

r

e

f

f

e

r



[image: image3.wmf]Wahrscheinlichkeit

   p 

=

 

Anzahl Treffer

Anzahl Würfe

 

=

 

2

 

=

 

2

 

Anzahl Würfe

Anzahl Treffer

p

p

×


Der italienische Mathematiker Lazzerini warf 3408 Hölzer. 2169 davon schnitten eine Linie (Treffer). Das ergibt nach der obigen Formel folgende Rechnung: SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" = 2 SONDZEICHEN 215 \f "Symbol" 3408/2169 = 3.14246..

In Klassenversuchen konnten mit der Buffon'schen Regel folgende Werte für SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" ermittelt werden (500-1000 Würfe): 2.7, 3.0, 3.157, 3.103

Nur eine zuverlässige Versuchsserie, die genügend gross ist (Klassenarbeit) führt zu einem akzeptablen Wert. In 2-er Gruppen einteilen, ein Schüler wirft, der andere führt Protokoll. Die Gruppenresultate werden berechnet und anschliessend auch noch das Klassenresultat.

Kreisumfang - SONDZEICHEN 112 \f "Symbol"
Aus den folgenden Ideen soll ausgewählt werden!

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Ziel bekanntgeben: Kreisberechnungen, Umfang, Einstimmung (ev. Hinweise auf Geschichte)

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Velorad abrollen auf dem Boden, markieren, entsprechende Zeichnung an die Tafel (für Eiserne Ration, Hefteintrag)
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SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Die Schüler nehmen viele runde Gegenstände mit (Büchsen, Flaschen, Teller, usw.). Mit Malerabdeckband, Schneider-Rollmeter, Messband, Schnur messen sie die Umfänge der Gegenstände und tragen die Werte in eine Tabelle (Tafel/Folie - Hefteintrag) ein.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Die entsprechenden Durchmesser werden gemessen und die Werte in der Tabelle eingetragen. (Schublehre, Messband, runder Gegenstand zwischen zwei Bücher klemmen und deren Abstand messen, siehe OS3 S. 71.2)

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Die Werte der Tabelle werden graphisch dargestellt. Liegt Proportionalität vor? Die einzelnen Messwerte werden zwar nie auf einer Geraden liegen, da sie zu ungenau sind. Das Bild einer Geraden wird sich jedoch eindeutig abzeichnen. Diskussion mit Schüler, Klassengespräch. Welche Resultate fallen aus dem Rahmen? Nachkontrolle.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Wir berechnen bei den verschiedenen Messungen die Operatoren, um von d auf u zu kommen.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
oder/und: In der Tabelle wird der Quotient u/d gebildet von jeder Messung.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Grobe Ungenauigkeiten können auch jetzt noch korrigiert werden, ev. nachmessen lassen.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Durchschnitt der Ergebnisse u/d bilden.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
u/d nennt man Pi. Pi ist eine Verhältniszahl, keine Grösse. Sie gibt das Verhältnis zwischen Kreisumfang und Kreisdurchmesser an. 

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Auch jetzt könnten Beispiele aus der Geschichte eingebaut werden.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
in der Log-Tafel und aus dem Rechner zeigen, einige Stellen notieren. Wir beschränken uns aber auf 2 Stellen nach dem Komma. Auch Schlussresultate aus dem Rechner sollten auf 2 Stellen gerundet werden. Resultate auf 7 Stellen genau sind sinnlos.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Einschachtelungsverfahren mit eingeschriebenem und umschriebenem Vieleck zeigen, Hinweis auf die Geschichte. Die Seiten der konstruierten Vielecke werden gemessen, die Umfänge berechnet und ins Verhältnis zum Durchmesser gesetzt. Dies ergibt dann eine Einschachtelung von SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" zwischen zwei Werten, z.B. 3.11 < SONDZEICHEN 112 \f "Symbol" < 3.19

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Erkenntnis formulieren
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SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Formel in Worten, auch Umkehrung, dann mit Buchstaben. Hinweis: Die Formeln/Terme sollen mit Bruchstrich geschrieben werden (u/d), und nicht mit Geteiltzeichen (u:d)

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Übungen, ev. Spielereien (Buffon'sche Methode)

Hefteintrag/Eiserne Ration:
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Berechnung der Kreisfläche

Aus den folgenden Vorschlägen und Ideen wählen wir aus je nach Fähigkeit der Klasse. Als Einstieg können wir eine kleine Repetition des Kreisumfangs vorschalten. Der Hefteintrag (Eiserne Ration) entsteht gemäss Lektionsgang. 

Vorschlag:
In den Formeln soll nur nit  r  gearbeitet werden,  d  weglassen! Es wird so einfacher und übersichtlicher und die Formelsammlung wird nicht zu gross. 
Wenn wir beide Formeln (auf der Basis r und d) bringen, wie dies im Realschulbuch gemacht wir, verwirrt das die Schüler.

Zeichnen und überlegen

Wir versuchen aus der nebenstehenden Zeichnung Beziehungen zwischen der Kreisfläche und den Radiusquadraten herauszufinden. 

Äusseres Quadrat = 4·r2
Inneres Quadrat = 2·r2
Daraus folgt:
2·r2  <  Kreisfläche  <  4·r2
Vermutung: Die Zahl Pi spielt wahrscheinlich auch hier eine Rolle. Vielleicht vermutet sogar jemand:
Kreisfläche = (·r2



Wägemethode

Mit einer einfachen Balkenwaage können wir folgenden Versuch anstellen und dabei die oben angestellte Vermutung experimentell verifizieren:

Material:

1
Kreis aus Blech (fester Karton geht auch), Radius r = 10 cm

4
Quadrate aus demselben Material, Seite s = r

2-3
Zehnerstäbe aus demselben Material

5-10
cm²-Stücke  aus demselben Material

Aus dieser Wägung erhalten wir bei ungefährem Gleichgewicht den Verhältniswert 3.14.
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Einzelne Schülergruppen können nun auf ähnliche Art Versuche anstellen und überprüfen, ob die Demonstrationswägung richtig gewesen ist:

Wir brauchen einige Waagen und Gewichtsteinsätze. Aus verschiedenem Material (verschiedene Bleche, Karton) werden verschieden grosse Kreise und die dazugehörigen Radiusquadrate gewogen. Die Messwerte werden in einer Tabelle an der Tafel oder auf dem Proki eingetragen. Der Quotient des Gewichtes der Kreise durch das Gewicht des zugehörigen Radiusquadrates ergibt ungefähr den Wert (. Abschliessend können wir einen Klassenschnitt berechnen: 


Gewicht des Kreises
Gewicht des Quadrates
Quotient
Schnitt

Kupfer (r = 10 cm)
175 g
55 g
3.18


Messing (r = 7 cm)
96 g
31 g
3.10


Karton (r = 20 cm)
32 g
10
3.20
3.16

Auszählversuch

Wir zeichnen auf mm-Papier einen beliebigen Kreis und zählen die Kreisfläche aus. Das Ergebnis dividieren wir durch das berechnete Radiusquadrat. ( wird jetzt schon genauer erreicht. Auch hier stellen wir die Zähl- und Messwerte in einer Tabelle dar und berechnen anschliessend den Klassendurchschnitt.

Überlegung mit Schere und Leim

Wir konstruieren auf zwei ver​schiedenfarbige Papiere je eine 24-er Kreisteilung. Die Kreise werden aufgeschnitten und wie unten dargestellt auf​geklebt. Ein Demonstrations​modell für die Moltonwand oder die Wandtafel kann gleichzeitig entstehen. (siehe auch OS2 S. 109 oder RS1/2 S. 117)




Übungen zur Berechnung der Kreisfläche

Wenn auf irgendeine Art die Kreisfläche besprochen ist, soll geübt werden. Wir beschränken uns vorerst auf den Aufgabentyp „Geg. Radius, Ges: Fläche“. 

Als zusätzliche Schwierigkeit kommen Aufgaben nach dem Muster „Geg: Umfang, Ges: Fläche“.

Umkehrberechnungen

Jetzt ist es an der Zeit, dass die Umkehrung nach dem Muster „Geg: Fläche, Ges: Radius (od. Umfang)“ angegangen wird. Sehr wahrscheinlich ist es gut, wenn vorgängig eine Repetitionsphase zum Thema Potenzen und Wurzeln zugeschaltet wird, da wir nicht davon ausgehen können, dass das Lösen solcher Aufgaben zu den gesicherten Fertigkeiten gezählt werden kann. 
Im Wesentlichen aber geht es nachher um eine Termumwandlung.




Anschliessend wird ausgiebig geübt

· Beliebige Kreise zeichnen, d, r messen, r2 und Kreisfläche berechnen.

· OS2 Bl. 115/116, RS1/2 S. 118/119

· Münzen ausmessen (Schublehr), Umfang und Fläche, ev. Volumen berechnen. Zur Aufgabendarstellung auf einem Blatt oder im Heft „reiben“ wir die Münzen mit einer Bleistiftrückseite „durch“.




Beispiel Lektionsgang/Hefteintrag

Die Kreisfläche

Musteraufgaben











Ergänzungsstoff

Kreisring und Kreissektor

Die Eiserne Ration enthält das Wesentliche des behandelten Stoffes, und zwar unter Verwendung von verschiedenen Farben graphisch geschickt und gefällig so gestaltet, dass die Schüler beim Nachschauen sofort wieder das notwendige Aha-Erlebnis haben, das sie zum Lösen von Aufgaben befähigt. Zur Eisernen Ration gehören deshalb auch eine oder mehrere Musteraufgaben. Die Eiserne Ration, das "Fixieren der Ergebnisse", ist ein zentraler Punkt in der Vorbereitung, dem unbedingt die gebührende Beachtung geschenkt werden muss. Lieblose und flüchtige Notizen erfüllen ihre Aufgabe nicht, ebensowenig wie simple Abschiften aus dem Lehrmittel!

Der Kreisring
Der Kreissektor








Aufgabennachweis:
Kreisring:
OS2 Bl. 117-119



Kreissektor:
OS2 Bl. 120-124



Vermischtes:



Vermischte Aufgaben

1



2



3




4



5



6




7



8



9




10



11



12




13



14



15




Fabelwesen

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Benötigte Grössen ausmessen, Umfang und Fläche berechnen.

SONDZEICHEN 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Wie gross sind die Umfänge eines flächengleichen Quadrates und eines flächengleichen Kreises?
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Diese Aufgabe eignet sich als Partner-, Gruppen- oder sogar als Klassenarbeit. Wir teilen die Aufgabe auf und sammeln die Ergebnisse. Es ist zweckmässig, wenn pro Teilaufgabe mindestens zwei Gruppen gebildet werden. So können die Ergebnisse überprüft werden.
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