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Eigenschaften, Begriffe
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-
Zusammentragen verschiedener Kugelformen (Bälle, Orangen, Äpfel, Ku​geln modellieren, Dias von kugelförmigen Gegenständen, Bauten usw.

-
Begriffe:
Oberfläche
Kugel als Körper/Volumen
Mittelpunkt oder Zentrum
Z
Durchmesser
d
Radius
r
Grosskreis
k

An Modellen zeigen, einzeichnen, Lehmkugel oder Früchte zerschneiden
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-
Gradnetz der Erde (Repetition, Verbindung mit Geographie, Motivation). Ein Globus tut gute Dienste (Gradnetzübungen).
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-
Messen des Abstandes zweier Punkte auf der Kugeloberfläche. Beim Fixieren zweier Punkte kann man mit Hilfe einer Schnur feststellen, dass sowohl ihre kürzeste wie ihre längste Verbindung einem Gross​kreis folgen. Das Gleiche kann man beobachten, wenn man die Spur eines Wassertropfens auf einem grossen glatten Ball verfolgt. Eine konkrete Anwendung dieser Tatsache ist durch die Flugstrecke eines Flugzeuges gegeben.

Skizzieren der Kugel

Das Skizzieren der Kugel soll geübt werden. Dies geschieht am besten geführt, d.h. an der Tafel vormachen, die Klasse macht nach. Es empfiehlt sich, stehend zu arbeiten, weil mit freiem Arm bessere Resultate erzielt werden als mit aufgestütztem Ellenbogen oder gar Handgelenk. Die Übungen entsprechen ungefähr obigen Globus-Skizzen.

Oberfläche

Experimentelle Möglichkeiten problematisch (Fussball 5- und 6-Ecke ausmessen, berechnen und daraus die Kugeloberfläche be​rechnen, Ball zerschneiden und die Teilflächen berechnen, usw). Es werden sehr grosse Anforderungen an die Genauigkeit gestellt, und trotzdem ist die Fehlerabweichung sehr gross.

Die Formel kann bei uns nicht hergeleitet werden. Letztlich bleibt nur übrig zu sagen, „so ist es, und das müsst ihr glauben“. Immerhin kann man eine Formel in Worten präsentieren, die man sich leicht merken kann: 
Die Kugeloberfläche ist gleich der Fläche von 4 Grosskreisen
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Volumen

1.
Zerlegen der Kugel in Pyramiden:

Volumen einer solchen kleinen Pyramide, wenn man sich vorstellt, dass sie immer kleiner wird:



Wenn alle Teil-Grundflächen addiert werden, ergibt das die Oberfläche, und die Formel für das Volumen erhält man aus der Summe aller kleinen Pyramiden.
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2.
Auch hier darf die obige Formel einfach gegeben werden, aber nur die einfache Grundformel, nicht alle Ab​leitungen dazu!

3.
Volumenmessung durch Eintauchen der Kugel in Wasser in einem Messgefäss. So kann überprüft werden, ob die Formel einigermassen stimmt.

4.
Eine weitere, hübsche Variante, die einerseits als Anekdote in die Geschichte der Geometrie zurückblendet, andererseits eine Hilfe darstellt, wie man die Volumenformel der Kugel auf eine weitere Art jederzeit herlei​ten kann, wenn man die Zusammenhänge kennt:
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Eine Halbkugel hat den gleichen Durchmesser wie Grund- und Deckfläche eines Zylinders. Die Zylinder​höhe ist gleich dem Radius der Halbkugel. Die Halbkugel passt also genau in den Zylinder. 

Ebenso passt der Kegel in den Zylinder. Grundfläche und Höhe sind bei beiden Körpern gleich gross. Der Radius der Halbkugel misst 7 cm.

1.
Wie gross sind beim Zylinder bzw. beim Kegel:

· Der Radius der Grundfläche?

· Der Radius der Deckfläche?

· Die Körperhöhe?

2.
Berechne die Grundfläche von Kegel und Zylinder.

3.
Notiere die dir bekannten Volumenformeln der drei Körper.

4.
Berechne die Volumen der drei Körper.

5.
Bilde die Verhältnisgleichung:
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6.
Wie gross sind x, y und z? Formuliere die Erkenntnis in Worten.

7.
Aufgrund der obigen Erkenntnis und der obigen Skizze kannst du jederzeit die Volumenformeln des Ke​gels und der Kugel herausfinden, falls du sie einmal vergessen hast. Voraussetzungen sind:

· Die Formel für das Zylindervolumen und Kegelvolumen kennst du.

· Die Überlegungen stimmen nur, wenn sie auf der obigen Skizze beruhen, d.h. wenn diese drei Körper „ineinanderpassen“ (r = Grundflächenradius = Körperhöhen).

Geometrie mit Drehbank und Waage

(aus „Das mathematische Kabinett“, Folge 2, Bild der Wissenschaft, Deutsche Verlagsanstalt Stuttgart, Textauszüge zur obigen Aufgabe)

Nachdem Alexander der Grosse Ägypten erobert hatte, gründete er die nach ihm benannte Stadt und überliess sie dem Kommando eines seiner Generale. Im Jahre 305 vor Christus, 18 Jahre nach dem Tode Alexanders, erklärte sich der General zum König von Ägypten und nannte sich Ptolemäus I. Ptolemäus war ein kluger Herrscher, der der Gelehrsamkeit grosse Bewunderung zollte. In der Absicht, das gesamte Schrifttum seiner Zeit zu sammeln, gründete er eine Bibliothek. Und um diese Bibliothek ständig zu bereichern, führte er einen ungewöhnlichen Zoll ein: Alle Kaufleute, die Einlass nach Alexandrien begehrten, mussten an den Toren der Stadt eine Schriftrolle abgeben. Dank dieses einzigartigen Zolls stieg der Bestand der Bücherei bald auf über 600’000 Schriftrollen. Ptolemäus jedoch wusste, dass eine Bibliothek zu nichts nutze ist, wenn ihre Bücher nicht gelesen werden; so gründete er das ,,Museion“, wie die Universität genannt wurde, und lud die grössten Geister der Antike ein, eine lebens​längliche Stellung als Fakultätsmitglieder anzunehmen. Der erste Rektor war der berühmte Mathematiker Euklid, der Begründer der Geometrie. Sein Nachfolger wurde Eratosthenes, ein grosser Astronom, Mathematiker und Geograph. Während seiner Amtszeit war er auf das mathematische Genie eines jungen Mannes, Archimedes von Syrakus, aufmerksam geworden. Eratosthenes lud Archimedes nach Alexandrien ein, um ihn zu einem Fakultätsmitglied der Universität zu machen.

Archimedes war das ,,Enfant terrible“ der Mathematik. Er hatte eine Neigung für praktische Anwendungen ma​thematischer Prinzipien, und auch heute noch ist er berühmter wegen seiner brillanten Erfindungen als wegen seiner bedeutenden Beiträge zur reinen Mathematik. So erfand er beispielsweise kurze Zeit nach seiner An​kunft in Ägypten die sogenannte Wasserschraube, denn er war über die ungeheure Mühe erstaunt, die aufgebracht werden musste, um das Wasser des Nils in die Bewässerungs​kanäle Ägyptens zu pumpen.

Eines Tages überkam Archimedes eine Ah​nung von der Lösung eines der fesselndsten mathematischen Probleme seiner Zeit: die Berechnung des Volu​mens runder Körper, wie etwa Kegel, Zylinder und Kugel. Die griechische Mathematik besass noch nicht die mathematischen Werkzeuge, die Volumen dieser Körper zu berechnen, wenn nur ihre linearen Dimensionen gegeben waren. Als Archimedes sich mit diesem Problem vergnügte, fiel ihm plötzlich aut, dass eine einfache Beziehung zwischen den Volumina eines Kegels, einer Halbkugel und eines Zylinders bestehen müsse. Wenn die Radien der Grundflächen und die Höhen dieser drei Körper gleich waren, mussten sich ihre Volumina wie 1 zu 2 zu 3 verhalten. Da er je​doch keinen strengen mathematischen Beweis für diese Lösung führen konnte, überlegte er sich einen genialen experi​mentellen Beweis. Er ging in die Tischlerwerkstatt der Universität, wählte ein Stück feinsten Holzes aus und liess sich drei Kegel, eine Halbkugel und einen Zylinder drehen, die alle dieselbe kreisförmige Grundfläche und dieselbe Höhe hatten.
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Im Besitz dieser hölzernen Figuren kün​digte Archimedes der Fakultät einen Vor​trag an und liess die bevorstehende Be​kanntmachung einer sensationellen ma​thematischen Entdeckung durchblicken.

Als der Titel seines Vortrages - „Über die Volumina runder Körper" - bekannt wurde, bemächtigte sich der Zuhörer eine gewal​tige Spannung; schliesslich handelte es sich um ein Problem, mit dem jeder von ihnen seit Jahren vergebens gerun​gen hatte. War es möglich, dass dieser dreiste junge Mann die Lösung gefunden hatte?

Archimedes kündigte zuerst sein Resultat an und schrieb die folgenden einfachen Proportionen auf:
Kegel = 1
Halbkugel = 2
Zylinder = 3
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Die Zuhörer wagten kaum zu atmen. Jeder sass auf der Kante seines Stuhls, um den mathematischen Beweis dieser sen​satio​nellen Behauptung zu erfahren. Jedoch an Stelle einer umstäindlichen mathemati​schen Beweisführung stellte Archi​medes seine hölzernen Figuren und eine Waage vor den Augen des Auditoriums auf. Zu​nächst wog er die drei Kegel ge​gen den Zylinder aus - und sie waren gleich schwer. Dann vertauschte er zwei seiner Kegel mit der Halbkugel - und die Waage blieb im Gleichgewicht. Schliesslich verglich er zwei seiner Kegel mit der Halbkugel - und auch sie hielten sich die Waage. Er hatte einen genialen experimentellen Beweis für seine erstaunliche mathematische Entdeckung geliefert!
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An Stelle dröhnenden Applauses empfing Archimedes eisiges Schweigen. Schliess​lich, nach einer Minute peinlicher Stille, er​hob sich der 14-jährige Apollonius, trotz seiner Jugend bereits ein berühmter Mathematiker und Fakul​täts​mitglied. Schon in jungen Jahren hatte er für seine Arbeiten über die Kegelschnitte grossen Ruhm geerntet. Er hatte die Ei​genschaften dieser Kurven beschrieben und ihnen ihre Namen gegeben: Ellipse, Parabel und Hyperbel. Er sprach:

,,Geehrte Kollegen! Ich stelle den Antrag, dass Archimedes für immer der Universität verwiesen werde, da er den reinen Geist der Mathematik mit schmutziger Materie besudelt hat."

Nach dieser Niederlage wurde die Stellung des Archimedes in Alexandrien unhaltbar; er hatte das schlimmste Verbrechen gegen den Geist der Mathematik begangen. Man durfte keinesfalls einen mathematischen Beweis mit Hilfe eines Experi​mentes liefern - dies musste auf der Basis reiner Logik geschehen. 

Archimedes kehrte in seine Heimatstadt zurück, wo er seine glänzende Karriere als Mathematiker und Erfinder fortsetzte. Er entdeckte das Prinzip des Hebels und erfand den Flaschenzug. Er formulierte das Prinzip des Auftriebs, das nach ihm benannt ist. ln seinen späteren Jahren gelang es ihm sogar, das alte Problem, über das er in Alexandrien gestolpert war, zu lösen. Er war der erste, der den Wert der Zahl ( berechnete, und er beschrieb den merkwürdigen Charakter dieser Zahl. Damit hatte er das Verhältnis des Kreisumfangs zu seinem Durchmesser gefunden. Nun war es möglich, die Volumina runder Körper mathematisch zu bestimmen, ohne dass man zu einer Waage Zuflucht nehmen musste.

Archimedes endete tragisch bei der Eroberung von Syrakus durch die Römer. Sein Grabstein zeigte, was er selbst als seine grösste Leistung ansah: eine Kugel und einen Zylinder.
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